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o RESUMEN

Los modelos de inventario han constituido gran parte de las ocupaciones de las
matematicas aplicadas a la optimizacion, el hecho de considerar costos de stock o
penalizaciones relacionadas con la incertidumbre hacen necesario plantear estudios
respecto al tratamiento del riesgo. El presente articulo analiza elementos relacionados
con algunos modelos de inventario desde su estructura, finalidad y politica de toma de
decisiones haciendo hincapié en el tratamiento de casos no deterministas donde se
tiene incertidumbre en demandas aleatorias con densidad; ¢ lo anterior utilizando una
metodologia cuantitativa y teniendo como referencia fundamental la caracterizacion de la
estructura de unproblema well-posedque responda a una politica 6ptimayalaadecuacion
de una medida coherente de riesgo. Se presentan los presupuestos basicos teoricos
para la comprension de la tematica, asi mismo, se identifican y conceptualizan algunos
topicos relacionados con la teoria de inventarios a la luz de los objetivos y la estructura de
contral de inventarios mencionando algunos modelos de ellos; posteriormente se hace
una construccion teorica en el tratamiento de la optimizacion de modelos de inventario
desde la incertidumbre en analogia con los modelos deterministas, para asi establecer
relaciones entre la politica de toma de decisiones para modelos de inventarios y el orden
estocastico usual, finalmente, se establecen conclusiones respecto a la importancia
del planteamiento de la politica en el marco de las medidas de riesgo para escenarios
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de incertidumbre proponiendo un tratamiento
para los sistemas productivos.

Palabras clave: optimizacién, incertidumbre,
inventarios, modelos, demanda.

Risk measures in inventory
models: determinism or
uncertainty in sustainable
production?

o ABSTRACT

Inventory models have been the focus of
mathematics applied to optimization; the fact
of considering stock costs or penalties related
to uncertainty makes it necessary to carry
out studies regarding the treatment of risk.
The present article aims to analyze elements
related to some inventory models from their
structure, purpose and decision making paolicy,
emphasizingthetreatmentofnon-deterministic
cases where there is uncertainty in random
demands with density ¢ .This is possible using
a quantitative methodology and having as
fundamental reference the characterization
of the structure of a well-posed problem
that responds to an optimal policy and to the
adequacy of a coherent risk measure. The
basic theoretical assumptions are presented
for the understanding of the theme. Likewise,
some topics related to inventory theory are
identified and conceptualized, based on the
theory's objectives and inventory control
structure, mentioning some inventory

models. Besides, a theoretical construction
is made in the treatment of inventory model

optimization from uncertainty, in an analogy

with deterministic models, in order to
establish relationships between the decision-
making policy for inventory models and the
usual stochastic order. Finally, conclusions
are established regarding the importance
of the policy approach in the framework of
risk measures for uncertainty scenarios by
proposing a treatment for productive systems.

Key words: optimization,
inventories, models, demand.
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Medidas de risco em modelos
de inventario: determinismo
ou incerteza na producao
sustentavel?

o RESUMO

Os modelos de inventario ha constituido
grande parte das ocupactes das matematicas
aplicadas a optimizacao, o fato de considerar
custos de stock ou penalizacoes relacionadas
com a incerteza fazem necessario expor
estudos com respeito ao tratamento do
risco. O presente artigo analisa elementos
relacionados com alguns modelos de
inventario desde sua estrutura, finalidade e
politica de toma de decisdes fazendo hincapié
no tratamento de casos n&o determinista
onde se tem incerteza em demandas
aleatérias com densidade ¢; o anterior
utiizando uma metodologia quantitativa
e tendo como referéncia fundamental a
caracterizacao da estrutura de um problema
well-posed que responda a uma politica 6tima




e a adequacao de uma medida coerente de
risco. Se apresentam os orcamentos basicos
tedricos para a compreensao da tematica,
assim mesmo, se identificam e conceitualizam
alguns topicos relacionados com a teoria de
inventarios a luz dos objetivos e a estrutura

de controle de inventarios mencionando
alguns modelos deles; posteriormente se faz
uma construcao teodrica no tratamento da
otimizacdo de modelos de inventario desde
a incerteza na analogia com 0s modelos
deterministas, para assim estabelecer
relactes entre a politica de toma de decisdes
para modelos de inventarios e a ordem
estocastico usual, finalmente, se estabelecem
conclusées com respeito & importancia da
abordagem da politica no marco das medidas
de risco para cenarios de incerteza propondo
um tratamento para os sistemas produtivos.

Palavras chave: otimizacdo, incerteza,
inventarios, modelos, demanda.
INTRODUCCION

El problema de optimizacion consiste

basicamente en minimizar o maximizar una
determinada cantidad que depende de varias
variables en un contexto determinado y bajo
diversas restricciones que delimitan las
variables. Se sabe, ademas, que si bien es
cierto que en algunas ocasiones se puede
tomar una decision inmediata en cuanto al
valor optimo de la cantidad, dentro de las
soluciones factibles segun las restricciones
del problema (optimizacion deterministica),
también es cierto que en otras ocasiones
ese valor optimo no puede ser determinado
inmediatamente porque simplemente la

region factible es de caracter aleatorio y

dependera del curso de determinados eventos
(optimizacion bajo incertidumbre).

Segun Garcia (2012), “un ejemplo lo constituye
la incertidumbre manifestada en la demanda,
como aquella que determina los niveles de
abastecimiento de un producto determinado.
A este respecto, Rockafellar (2001]) sefala los
problemas de optimizacion bajo incertidumbre
como aquellos que se caracterizan por la
necesidad de tomar decisiones sobre las
cuales no se sabe qué efectos podrian causar
en el futuro, lo cual implica enfrentarse a lo
desconocido y las consecuencias de tales
decisiones no se sabran sino en una etapa
posterior”.

Y se agrega: “Seria erréneo pensar que existe
una unica forma de plantear la problematica
de la optimizacion de una determinada
variable, ya que todo varia dependiendo de las
caracteristicas del problema a tratar, de las
variables que se pongan en consideracion y
del medio o entorno sobre el cual se trabaje.
No obstante, se pueden identificar diversos
modelos que podrian ofrecer una luz en
cuanto a la técnica de optimizacion. Se trata
de identificar y analizar determinada funcion
objetivo y de acuerdo con una region factible,
observar si el problema tiene solucién o no vy,
en caso de que la tenga, especificar cual es.
Diversos modelos se han pensado de esta
manera y se proponen opciones de trabajo a
este respecto.” (Garcia, 2012)

MATERIALES Y METODOS

Mediante una exploracion basada en la
lectura de textos y el analisis cuantitativo
de los sustentos teodricos de los modelos




de inventario, se estudiaron elementos
constitutivos de las medidas de riesgo para
modelar el concepto de incertidumbre en la
busqueda de aplicaciones a la produccion
sustentable en la busqueda de una politica
optima para n periodos y un articulo. Se
estudiaron principalmente los modelos EOQ y
AHM vy la medida de riesgo Conditional Value
at Risk (CVaR] para, finalmente, derivar en
una politica optima de toma de decisiones
que podria aplicarse en la produccion
sustentable desde un enfoque de medida de
la incertidumbre. La esencia fundamental
del trabajo consisti6 en enfocarse en los
elementos que determinan un problema
well posed en términos de optimizacion para
su adecuacion a la introduccion de diversas
medidas de riesgo.

DISCUSION

Existen diversos modelos de inventario, entre
los cuales se destaca el modelo clasico de
cantidad de pedido econémica (EOQ, Economic
Order Quantity). EIl modelo EOQ sirve para
determinar las mejores respuestas a la
pregunta de cuanto y cuando ordenar, cuando
todas las variables son deterministas y se
basa en la premisa de que existe un tamano de
orden optimo con el cual se obtendra el valor
mas bajo posible del costo total del inventario.
Tiene diversas condiciones dependiendo del
comportamiento del producto en el inventario,
lo cual es central en el desarrollo del modelo.
Las premisas o condiciones del EOQ son:

e | ademanda por el producto por unidad
de tiempo, 4, es conocida y constante.

e FEltiempode entrega (lead time), L, que
es el tiempo total desde el proceso de

la orden hasta su entrega, es conocido
y constante.

e El costo unitario de las unidades
ordenadas, ¢, es el mismo, sin
importar la cantidad ordenada [no hay
descuentos por cantidad).

e Loscostosdeordenar, k,sonconocidos
y constantes.

e (Cuando una orden es recibida, llegan
todos los productos incluidos en esa
orden y no hay demora.

Segun Garcia (2012), la certidumbre en el
comportamiento de la demanda y el tiempo
de entrega, el momento para hacer cada
orden puede ser calculado para que quede
el tiempo justo para que el agotamiento del
inventario coincida con el arribo de la orden.
Consecuentemente, se puede suponerentrega
inmediata al cliente y ausencia de penalidad
por defecto. La politica de minimizacion de
costos en este caso comprende Unicamente
la cantidad de unidades ¢ que se ordena en
cada pedido, la cual resulta ser constante.

Ilgualmente, considerando el mismo sistema
EOQ, pero omitiendo el requerimiento de
atencion inmediata de demanda, lo cual
implica un retraso en el que el cliente debe
esperar cierto tiempo, se tienen politicas
diferentes con punto de reorden, mMas
conocidas como politicas de punto de
reorden y cantidad de orden (Zipkin, 2000].
Esas politicas comprenden el monitoreo de
la posicion del inventario constantemente.
Cuando la posicion del inventario sea igual a
un valor », conocido como punto de reorden,
entonces se hace un nuevo pedido de tamano
O en ese instante. Esta politica corresponde
a un modelo de la forma (@.7) . En esta politica




el tamano de la orden puede ser variable ya
gue se ordena siempre que la posicion de
inventario sea menor o igual a s y se ordena
una cantidad equivalente a la diferencia entre
S la posicién del inventario, de tal forma que
este llegue a S. En el caso de un inventario con
revision continua y cantidad de orden variable,
la politica (S, s) se transforma en la politica
(@, r) con r como punto de orden y @ como
tamano de la orden (Zipkin, 2000, 227).

Existe otro modelo conocido como AHM
(Arrow, Harris & Marschak, 1951), en el
cual el monitoreo de inventario se realiza
periodicamente y la politica se puede
considerar como (S, s), con S = s, es decir,
con un punto de reorden igual al nivel de
reabastecimiento objetivo, que es fijo para
todos los periodos. Las figuras 1y 2 presentan
una ilustracion de lo referido en este caso.

Optimizacion y Optimizacion Bajo
Incertidumbre
Optimizar  consiste, basicamente, en

minimizar o maximizar determinado valor,
sean costos, ganancias, tiempos, entre otros,
teniendo en cuenta ciertas relaciones entre
las variables que conforman la funcion que
representa aquello que se desea optimizar. A
esa funcion se le conoce como funcién objetivo
y a las relaciones se les llama restricciones.

Cualquiera que sea la ruta elegida, siempre
se estara abocado al riesgo, a la imposibilidad
de predecir futuras pérdidas, siempre cabra
la posibilidad de equivocarse y es aqui donde
la palabra riesgo cobra un valor fundamental,
tomado desde dos perspectivas diferentes.
Por un lado, concebir el riesgo como el nivel de
posibilidad que tiene una decision de generar
pérdidas (o ganancias ya que se puede asumir

Figura 1. Modelo AHM sin reserva de
pedidos (non backlog)
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Figura 2. Modelo AHM con reserva de
pedidos (backlog)
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desde el punto de vista de riesgo de ganar).
Por otro, concebir el riesgo de una decision
como la medida de su nivel de incertidumbre,
es decir, una decision tendra mayor riesgo que
otra siempre que su nivel de incertidumbre
sea mayor.

Medir riesgo es equivalente a establecer
una aplicacion © entre un espacio ¥ de
variables aleatorias esencialmente acotadas,
¥<L?(Q%P) y los reales, es decir
0.7 —> R, Las medidas de riesgo permiten,
por ejemplo, ordenar y comparar inversiones
de acuerdo con su respectivo valor de riesgo.




A estas aplicaciones es necesario imponerles
condiciones con el propdsito de obtener
definiciones con significado. Si una medida de
riesgo carece de algunas de esas condiciones,
ello puede conducir a dificultades mayores en
su manejo matematico. Artzner et al. (1997]
plantean un conjunto de condiciones deseables
para una medida de riesgo. Si una medida
de riesgo cumple con tales condiciones es
llamada coherente.

Existen varias medidas de riesgo tales como
valor condicional bajo riesgo (Conditional
Value-at-Risk, CVaR), valor de déficit esperado
(Expected Shortfall, ES), costo de oportunidad
esperado (Expected Regret, ER)yla esperanza
(E) que cumplen con los requisitos basicos de
medida de riesgo coherente (Romero, 2005].
Otras como el VaR, no cumplen con todas
las propiedades de medida coherente de
riesgo. Se justifica trabajar con las medidas
coherentes de riesgo debido a la conveniencia
de una mayor tratabilidad del problema, es
decir, una mayor facilidad en los célculos
(convexidad y homogeneidad positiva).

Karlin (1960}, en su articulo acerca del modelo
AHM, toma la esperanza como una medida
de riesgo Util para formular el problema de
optimizacion que es de multiples periodos.
No obstante, esto puede generar dificultades
ya que la esperanza como medida de riesgo
permite controlar resultados promedios a
largo plazo, pero podria ocurrir en alguno de
los periodos una gran perdida, equiparable
con la suma de las ganancias en periodos
anteriores, lo cual llevaria a una catastrofe
en caso de que no se tengan las reservas
suficientes (Rockafellar, 2007).

La utilidad de las medidas de riesgo es que
informan las pérdidas esperadas a traves

de reportes financieros, de tal forma que
accionistas y administradores pueden decidir
sitalnivel de riesgo es aceptable o es necesario
reducirlo. Ademas del uso de medidas de
riesgo en reportes financieros, estas pueden
ser usadas con una variedad de propositos,
tales como establecimiento de limites en las
posiciones para los operadores, la medicion
de retornos sobre una base ajustada por
riesgo y evaluacion de modelos, etc. En este
sentido, es posible considerar, por ejemplo,
el nivel de riesgo esperado para procesos de
produccion sustentables.

Para poder resolver el problema de
optimizacion, este debe estar bien planteado
(well-posed). A este respecto, Rockafellar
(2001) en sus notas Optimization Under
Uncertainty, sefnala lo siguiente: para plantear
bien un problema, se debe tener en cuenta
el tipo de variable con la que se trabaja. En
caso de que la variable sea determinista el
problema se plantea de la siguiente manera:

Minimizar <(X) sobre todo yeS§ sujeto
a ¢(x)<0 para i=1,..m donde c¢,(x)
corresponde a la funcion objetivo vy
las  diferentes desigualdades c¢;(x)<0
representan las restricciones bajo las cuales
se debe enmarcar la solucion 6ptima para
que sea factible.

Sesunconjuntode g” compuesto de vectores
de la forma x=(x,,x,,...,x,) y cada ¢ es una
funcionde S en R.

Pero ¢qué sucederia si al momento de
resolver el problema y tomar decisiones, se
contara con informacion incompleta, por
ejemplo, si no se supiera la demanda en un
momento determinado? Aqui ya el modelo
debe ser cambiado porque se cuenta con el




riesgo en la toma de las decisiones, se cuenta
con una optimizacion bajo incertidumbre y la
forma de responder a esto es mas compleja.
Para formular la situacion que se presenta
se debera, entonces, introducir una variable
adicional que represente la incertidumbre
correspondiente al nivel de aleatoriedad que
tiene la variable en cuestion. Entonces c;(x),
se reemplaza por ¢,;(x,w),donde w pertenece
a un conjunto Q que representa los futuros
estados de la variable. De esta manera sea:
c,(x):w—c,(x,w) una funcion que toma
elementos del espacio aleatorio para definir

ecuaciones con variables aleatorias para
i=1,..,m

Ya con esta redefinicion de las variables y
las ecuaciones vale la pena preguntarse
por la formulacion del problema en estos
términos; pues bien, no sera sino reemplazar
en la formulacion inicial €/(*)y ¢ (*) por ¢;(x)
y (%) sin embargo, aqui solamente se esta
representando el problema en términos de la
incertidumbre y de la multiplicidad de valores
que podria tomar la variable aleatoria pero
no se esta teniendo en cuenta el riesgo de
tomar decisiones bajo incertidumbre. A este
respecto, Rockafellar (2007), ilustra varios
enfoques para resolver el modelo:

e C(Confiar en la experiencia y convertir
el problema de incertidumbre en un
problema deterministico, suponiendo
unvalor determinado ,, paralavariable
aleatoria y reemplazando c¢,(x,w) por
co(x,v_v)y c¢,(x,w) por c;(x,w) que es,
por ejemplo, lo que hace un vendedor
al pronosticar cual sera la demanda
durante un periodo determinado.

Esto seria demasiado riesgoso si se
equivocaran las predicciones por un
margen amplio.

Otra posibilidad seria considerar el
peor caso y evitar que este suceda, lo
cual es dificil ya que si bien es cierto que
se elimina el riesgo, también es posible
gue no se puedan obtener soluciones
factibles.

También se podria tomar la esperanza
como una forma de anticiparse al
futuro riesgo, mirando lo que podria
ocurrir en promedio, es decir, plantear:

minimizar E[go(x)] sobre todo xe S

sujeto a Ec,(x)<0para i=1,...,m

lo cual solo es bueno si no se tienen
valores demasiado extremos en las
colas de las distribuciones, ya que si
esto sucede, en caso de no tener una
reserva adecuada, se puede llegar
a incurrir en costos muy grandes. El
problema de la esperanza se debe a
que equilibra costos con ganancias
para estimar el riesgo y no considera
la dispersion de valores de las variables
aleatorias.

Se podria utilizar la desviacion estandar
o de las variables aleatorias, de la
siguiente manera:

minimizar 1(cy(x) +A,0(c,(x) sobre
todo xe §

Sujieto a u(c,(x) +4,0(c,(x) para
i=1,...m

donde u es el valor esperado y los
A, €R";i=0,,...m son nuimeros de
ponderacion. Esta idea, denominada
media-riesgo, es interesante porque
toma las variaciones de los datos en un




intervalo determinado, no obstante su
utilidad es limitada desde el punto de
vista de su tratabilidad, por el hecho de
que utiliza la desviacion estandar.

e Utilizarrestriccionesdetipo probabilista
tales como probic,(x)<0}>a, para
i=1...m.

RESULTADOS

Se propone una aproximacion general a
la incertidumbre de la siguiente manera:
para cada i=0,1,...,m, se selecciona una
medida de riesgo, p,:L*(Q,%, P)— (~0,]
que cuantifique el riesgo de pérdida. Se
reemplazan las variables aleatorias ¢,(x) por
las funciones ci(x) = p,(c;(x) vy el problema se
transforma entonces en:

minimizar co(x) sobre todo x € S

sujeto a ¢;(x)<opara i=1,..,m.

Es asi, como se puede utilizar la medida de
riesgo paratomardecisiones enincertidumbre
con el fin de obtener soluciones factibles y
coherentes, la medida en cuestion debe ser
coherente.

Algunas medidas de riesgo son la esperanza,
el VaR (Value at Risk]) y el CVaR (Conditional
Value at Risk]. El VaR se define de la siguiente
forma:

VaR,(X)=inf{z/F(2)2 a}=F, (@)

donde ae(0,))y F,”' es la funcion inversa
generalizada de F, .

Si F,
creciente en su soporte, el CVaR es definido
de la siguiente manera:

es diferenciable y estrictamente

0

j S (5)y

VaR, (X)

CVaR, (X) = E[5 /& > VaR, ()] =——
-a

que expresa el valor esperado de la variable
condicionada a la cola a, que toma en cuenta
la dispersion de la variable a partir de
VaR,(X).Encasode que Fy no cumpla conlas
condiciones anteriormente descritas, puede
consultarse como tratar dicha problematica
en el articulo Conditional Value-at-Risk for
General Loss Distributions [Rockafellar &
Uryasev, 2001).

A este respecto, se puede identificar que el
nivel de riesgo puede relacionarse con el nivel
de apropiacion de la politica de sustentabilidad
del tomador de riesgos.

Politica de toma de decisiones y 6rdenes
estocasticos

Los ordenes estocasticos son relaciones
de orden parcial entre distribuciones de
probabilidad. Ellos son ampliamente utilizados
en probabilidad, estadistica y procesos
estocasticosyenaplicacionesalainvestigacion
de operaciones, economia, finanzas, fisica
matematica y otras disciplinas (Miller &
Stoyan, 2002; Mosler & Scarsini, 1991;
(Shaked & Schantikumar, 1994). El estudio
sistematico de los 6rdenes estocasticosesuna
actividad relativamente joven, intensificada en
las dltimas tres décadas, no obstante que
algunos resultados datan de casi un siglo
atras. Se pueden mencionar los documentos
de Lorenz (1905), Hardy, Littlewood & Polya
(1929) y Karamata (1932).




Los primeros tratamientos comprehensivos
de los ordenes estocasticos fueron dados
por Stoyan (1973 y 1983). Para ver citas a
estas referencias ver Bulinskaya (2004). Los
ordenes estocasticos permiten, entre otras
aplicaciones, realizar comparaciones entre
optimos que corresponden a diferentes
distribuciones de demanda:

Siox,(v,,w,,..)y x(¢,,9,,..)s0n dos valores
optimos para el modelo con distribuciones de
demandas ¢, y v; diferentes, normalmente
no se pueden hacer comparaciones entre
ellos. Sin embargo, bajo el supuesto de
que las respectivas distribuciones estén
estocasticamente ordenadas, se pueden
establecer ciertas relaciones entre los
optimos. Vale la pena mencionar tres érdenes
estocasticos:

e (Orden estocastico usual (st): la variable
aleatoria X es menor respecto a la
variable aleatoria Y con respecto al
orden estocastico usual (X<, Y] si
Fo(t)2 F,(1).

Enparticular,ellosignificaguedemandas
basadas en la funcién de distribucion
F, tienen una mayor probabilidad de
tomar valores pequenos que aquellos
basados en la funcién de distribucion
F,, (Karlin, 1960].

e Orden convexo ([cx): X<, Y, si
E (X)<FE (Y) paratodas las funciones
convexas f para las que la esperanza
exista.

e Orden convexo creciente (icx): X< Y
, si E(X)<E (Y) para todas las
funciones convexas crecientes ./ para
las que la esperanza exista.

Teniendo en cuenta la medida coherente
de riesgo con la cual se trabaje, es posible
establecer relaciones entre  Optimos
utilizando diferentes funciones de densidad de
probabilidad de las demandas (para nuestro
caso). A este respecto Karlin (1960] estudia
relacionesentredosnumeroscriticos(0ptimos)
que corresponden a sucesiones distintas de
densidades de probabilidad asociadas a los
periodos, partiendo de que las respectivas
demandas aleatorias estén estocasticamente
ordenadas. Un resultado importante en este
sentido es que si X(@,9,,...) y X(¥,¥;,...) son
Optimos para dos sucesiones de funciones
de densidad de probabilidad diferentes vy si
ademas ¢ <: ¥, entonces, donde X(®,,®,...)
es el nivel 6ptimo del inventario inicial minimo
en el periodo correspondiente.

Resultados como este ofrecen un amplio
campo acerca de la posibilidad de toma de
decisiones referentes a distintos mercados.
De esta manera, las comparaciones
estocasticas posibilitan el anélisis de 6ptimos
y de cotas para ellos, en lo cual la medida de
riesgo utilizada es importante. Los 6rdenes
estocasticos permiten relacionar entre
si variables aleatorias y sus respectivas
distribuciones asi como los resultados de su
aplicacion a determinados modelos.

CONCLUSIONES

Los modelos de inventario pueden ser
ampliamente estudiados desde diversas
Opticas, permiten analizar las politicas de
toma de decisiones, sea en caso determinista
0 no determinista.

Es posible establecer condiciones sobre el
modelo de inventario siempre que este este




bien planteado [well-posed] y el problema
de la incertidumbre sea afrontado con una
medida coherente de riesgo, el analisis de
algunos tratamientos para escenarios que no
cumplen con tales condiciones se proponen
como elementos futuros de investigacion.

La toma de decisiones bajo incertidumbre en
modelos de inventario involucra el hecho de
reconocer las variables y su interrelacion con
la medida de riesgo, la cual, segun la aversion
al riesgo del tomador de decisiones debera
ser mas 0 menos robusta.

Es posible establecer ordenaciones de valores
optimos para modelos de inventario con
distintas cadenas de distribucion de demanda
utilizando el orden estocastico usual, analisis
de otros 6rdenes son materia de andlisis.

El modelo de inventario AHM bajo condiciones
de pérdida derivadas de la medicion del factor
de retorno relacionado con el factor ¢ de la
medida de riesgo CVaR permite incluir una
politica 6ptima relacionada con procesos de
produccion sustentable.
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